1.0scillazioni armoniche

La piu semplicefunzioneperiodicae la funzioneasemt, o piu generalmentasetfot+g),
doveaw, p sonocostanti

Rappresentascillazionij o vibrazionisinusoidalie vienechiamataarmonica elementare. Il
periododell oscilazioneg T=2r/o» mentreil suoinversow/2x € la frequenza, il numerow e detto
pulsazione o frequenza angolare. La quantitaa e I’ ampiezza dell’ oscilazionementrep € la fase.

Usandde formuledi addizioneperle funzionitrigonometricheun'armonicaelementare
aserfot+p) pudesserespressaellaformao cosmt + fsenwt, cona = aseng, B = bcoswt.

Conseguenzdi questaappresentaziongil fatto chela sommadi dueo piu vibrazioni
aventitutte le stessdrequenza un'altravibrazioneconla medesimdrequenza

In generalaunfenomenaooscillatoriodaluogoa unasovrapposizion€éi molte oscilazioni
sinusoidaliconfrequenzealiverse

Quandaconunviolino si suonaunanotachecorrispondeal DO centraledel pianoforte(256
Hz), accantaalla sinusoideconquestdrequenzd si produconaaltri suonij di frequenze
2f ,3f 4f 5 ,6f,...;essicorrispondonalle noteDO”,SOL” ,DO”’ ,MI”* ,SOL””,...Ci possiamo
renderecontodi questdfatto sollevandadl coperchiodel pianofortee tenendgremutoil pedale
in modochele cordesianoliberedi vibrareSesi produceda stessanotasudi unviolino si vede
cheentranan vibrazionele cordeche” corrispondonbd alla notaprodottachehanno
rispettivamentdrequenze256,512,767,1024,1290,1534 Hz, e vibranoanchee cordeSIb”’
(1825 Hz) edel DO”” (2048 Hz). Delle variecomponentdel suong quellaconfrequenza
minoresi dicefondamentale e le altre si chiamanagorima, seconda, terza,...armonica.

Si noti chele ampiezzeadellearmonichenonuguaglianauelladellafondamentalema
decrescondn successione

Le armonicheadel DO, valeadire DO,SOL,DO,MI,SOL,.., sono”consonanti ei rapportifra
le loro frequenzamolto semplici essiprendondl nomedi "accordf.

Vi éunfenomendnteressantehevalela penadi notare conriferimentoallafigura 1, il
graficodellafunzionein (a) & datodallasommadei grafici delle quattrofunzionialato. Un’onda
"purd dipende oltre chedallaampiezzae dallafrequenzaanchedallafaseq: sele armoniche
vengondievementesfasatd’ ondachenerisultahaun graficocompletamentédiversq cheé
raffiguratoin (b); tuttaviail nostroorecchiononpercepiscealcunavariazioneSi pudpensarehe
(@) e (b) sianoi tracciatidi unapuntinadi un microsolcq in assenza in presenzali uno
spostamentdi fasedellearmonicheoppureil tracciatodel motodellamembrandimpanica a
frontedi tracciatimolto diversi macostituiti dalle stessearmonicheconle stessdrequenzema
confasidifferenti, la percezionecusticee la stessall nostroorecchio(o meglioil nostro
cervellg purnonconoscendd analisidi Fouriereffettuaspontaneamenta scomposizioneli
un suononelle suecomponenti

Un altrofenomendnteressanté quellodei battimenti: sesovrapponiamaluesuonidi
ampiezzeunitarieconfrequenzeo; e w2 e, percomodita ugualifasi, la vibrazionerisultantee



y=sen wit + senwat = 2c0s 1 (w1 — w2)tsen+ (w1 + wa)t

Questa vibrazione ha periodo —%_ e ampiezzavariabile2 cos% (w1 — w2)t,laqualeé asua

w1t+02

volta periodicadi periodo—£—

01—02

Supponiamahele quantitami e w» sianoabbastanzgrandisecomparatealla differenzawi-
w2; alloral’ampiezzalellavibrazionevarialentamentee ciclicamenterispettoal periododella
vibrazione questocambiamenteitmico di ampiezzgrendel nomedi battimento. Si trattadi
unfenomendipico delletrasmissionradiocheé a tutti familiare quandosi cercadi
sintonizzaraunaradiosuunadeterminatdrequenzasesuunafrequenzavicina emetteun’ altra
stazionesi percepiscein fastidiosoronziglo stessdenomencsi pudriprodurreconla
percussionsimultaneali duetastisuccessivdel pianoforte(ades DO,DO#).

2.Serie trigonometriche

Siaf unafunzionenumericadefinitain tutto R.
Talefunzioneé dettaperiodica di periodo T seperognivaloredellax risulta

Q) f(x+T)=f(x).
Laf é completamentédeterminataututto R unavoltanotii suoivaloriin unintervallo
[aa+T],

essend@e R
Selaf é periodicadi periodoT, haancheperiodokT, ovek & un numerointerg, positivoo

negativo
Consideriamde funzioni periodiche semplici, relative al periodo T, chesonole seguenti
1 periodica di periodo arbitrario
COSZX , senZx periodiche di periodo T
COS™ZX , sen 2% periodiche di periodo T/2
CoSZEX., sen-2x periodiche di periodo T/n (ne N)

Tutte questefunzioni hannoT comeperiodocomunee quindi unaloro combinaziondineare
a coefficienticostantié ancoraunafunzioneperiodicadi periodoT.
Unatalecombinaziondineare cheéindicatacon

a n 2kr 2kr
2+, (akcos 2 + bysen2Ex ),



doveay, ak, bk € R,sononumerireali, € dettopolinomio trigonometrico di ordine n.

Chiameremaerie trigonometrica unaseriedel tipo

2 2+, (akcosZ 4 bsenex),

doveay, ax, bk € R, sononumerireali detti coefficientidellaserie

Sela serie(2) convergan unintervallodeltipo [a,a+T], convergdn ogni puntodi R ela sua
sommaé unafunzionef periodicadi periodoT.

In molte questionié di fondamentalémportanzasaperesevalela proprietainversacioe

Dataunafunzionef periodicadi periodoT, € posibilerappresentarlacomesommadi una
serie
trigonometrica?

In altre parole datala f, € possibiledeterminarde costantiap, ax, bkin modochesi abbia

f) = 2+ (akcosZ= + hysendex )

Nelleipotesicheverrannaindicate unaqualsiasifunzioneperiodicaf si potraesprimere
comecombinaziondinearedi funzioniperiodichesemplicj in numerdfinito o infinito.

Quandaale decomposizionsarapossibile il primoterminedellaserie( aprescinderela
quellocosatante® ) cioé

a cos% +blsen—2$X

si chiamala prima armonicao I’armonicafondamentalelellaf; il termine
2, CoS*X +hysenix

si chiamala secondaarmonicadellaf; in generalgil termine
an OS2 +h,sen?x

chiamasi’ ennesimarmonicadellaf

Il calcolodi questitermini costituiscda cosidettaanalisi armonicadi f.

3.Continuazione

Osserviama@hepossiamasempresuppporrel=2r. Infatti, conil cambiamentali variabile
x=%u, la funzionef(x) si trasformanellag(u) = f(%u), chee periodicadi periodo2r.
Possiam@erciosupporrechef(x) siaperiodica di periodo2r, quindi bastaconsiderarla
nell'intervallo[0,2r].
Intali ipotesi laserie (2) si scrive
2+, (axcoskx + bysenkx)



Teorema: Seperla funzionef, periodicadi periodo2r, valelo sviluppo
(4 ()= 2+, ,(akcoskx+ bxsenkx)
e la seriee uniformementeonvergentén [0,2z], allorai coefficientia, e b, sono
necesssariamentkati dalleformule

f(x)cosnxdx ~ n=0,12,....

N
0” f()sennxdx  n=1,2,.... (5)

bn

|
|

Dimostrazione
Se n>0, risulta

js” cosnxdx = 0 e 2” sennxdx =0 (6)
Inoltre se n,m>0 essendo per le formule di prostaferesi

cos(MHN)X+coS(M-N)X=2C0SMXCOSNX
cos(MH+n)Xx-cos(m-n)x=-2senmxsennx
se(m+n)x-+sen(m-n)X=2senmxcosnx

Si ottiene

2r
jo cosmxcosnxdx = O per m n
—7  per m=n

2r
jo senmxsennxdx = 0 per m= n
—7 per m=n

js” senmxcosnxdx = 0 7)

Per determinare ap integriamo, nell’intervallo [0,2r], la serie (4) termine a termine (converge
uniformemente).
Otteniamo

[ H00dx = 2 [ dx+ 3077, [ (axcoskxdx + bisenk)dx

Per le (6), gli integrali a secondo membro, tranneil primo, sono tutti nulli e quindi s ha
[ dx = 220
a0 = + [~ f(x)dx

Per ottenere gli atri coefficienti, s moltiplicano ambo i membri della (4) per cosnx.
f(x)cosnx=% COSNX + Zf:l(ak coskxcosnx + bxsenkx cosnx)



Questaseriee uniformementeonvergente quindi possiamantegrarlatermineatermine
ottenendo

2r a 2r © 2r
jo f(x) cosnxdx = & jo cosnxdx + Y, | . (axcoskxcosnx + bisenkxcosnx)

Perle (6) e (7) gli integreliasecondanembrosonotutti nulli eccettuatauellodi
coefficientea, chevaler,si ha

ji”f(x) cosnxdx = anz
an=1| iﬂf(x) cosnxdx

Perottenereb, moltiplichiamoamboi membridella(4) persennxe poi integriamofra 0 e
2r. Tutti gli integraliasecondanembrosononulli eccettuata@uellodi coefficienteb, chevale
TT.

Quindi
1 2n
by = & jo f(x)sennxdx
Le formule (5) si chiamandormuledi EuleroFourier

4 Serie di Fourier

Il teoremgprecedenteichiamala nostraattenzionesui numeria,, b, € sulleserie
trigonometrichechehannotali numericomecoefficienti | suddettinumerian, b, sono
completamentdeterminatidallafunzionef edesistonmonappenda f siageneralmente
continuae integrabileassolutamenti [0,27].

Infatti, essendo

lcosnx| < 1 lsennx< 1
risulta
[f(x) cosnx] < [f(x)]| f)senn < [f(X)]

e quindi anchde funzionif(x)cosnx f(x)senxsonoassolutamentmtegrabiliin [0,27].

Questinumerian, by, sonodeti coefficientidi Fourierdellaf, e la serietrigopnometricecheli
hacomecoefficientié dettaseriedi Fourierdellaf stessa

Sef(x) € unafunzioneperiodicadi periodo2z, assolutamentategrabilein [0,27], Si
chiamasuaseriedi Fourier la serietrigopnometrica
2+ (akcoskx+ bysenky  (9)

a=1] o 00 coskxdx(k=0,1,2..
b = + [ f(9senkxdx (k=1.2..) (10)
f)~ 2 + > (akcoskx+ bisenky (11)

Definizione Unafunzione numericaf definitanell' intervallo [0,27] dicesicontinuae
monotonaa tratti sesi puodecomporrd’intervallo[0,27] in un numerdfinito di intervalli privi
a duea duedi puntiinterni comunitali chenell' internodi ciascunadi essila f siacontinuae
monotona



In questepotesila f(x) ammettdimite quandax tendea zeroe a 2r e ammettecertamente
limiti sinistroe destroin ogni estremadegliintervalli.

Teoremadi Dirichlet La seriedi Fourier dellafunzionef, continuae monotonaa tratti
nell'intervallo [0,27] e ivi limitata,convergeversof nei puntidi continuitaper f interni
all’intervallo[0,2r], convergeversola mediaaritmeticadeilimiti sinistroe destroin ogni punto

di discontinuitaperf internoall’intervallo[0,27]; convergeverso
lim 0 F(X)+Himyo, 2z F(X)
2

in ciascunadei dueestremiO e 2r.
In particolaresi ha

Unafunzionecontinuae monotonaa tratti in [0,27] eivi limitata, € sviluppabilein seriedi
Fourier in tutti i puntiinterni a [0,2z] neiquali essaé continua
Inoltre possiamalimostrareancheil seguentéeorema

Nelleipotesidel teoremaprecedentger la funzionef, in ogniintervallo[a,b], cheabbiagli
estremiinterni a[0,27] ovela f & continug la seriedi Fourier convergeuniformement&ersof.

5.Funzioni pari e dispari
Consideriamaluecasiparticolaridi seriedi Fourier.

Dimostriamoche
Sela funzionef, periodicadi periodo2r, € pari, nellaseriedi Fourier si ha

ax = % [ f(x) coskxdx(k=0,12,..) bk = 0 (k=12,..
seinvecef e disparisi ha
bi = £ [ f(x) coskxdx(k=1,2,...) ak = 0 (k=12,.)

Infatti sef, periodicaé pari, allorae parianchef(x)coskx mentree disparif(x)senkx
Quindi, perla paritadi f(x)coskx
ji[ f(x) coskxdx = fg f(x) coskxdx

risulta
a =+ j:{ f(x) coskxdx= 1 jir f(x) coskxdx+ L+ jZf(x) coskxdx= 2 jZf(x) coskxdx

mentreperla disparitadi f(x)senkx si ha



[ i{ f(x)senkxdx= — jg f(x)senkxdx

e quindi
b= 4| ’_[” f(x)senkxdx= L ji f(x)senkxdx- + jgf(x)senkxdx= 0

Analogamentesi ragionaquandd & dispari

Sela funzion€f, periodicadi periodo2r e integrabilein [-z, 7], € unafunzionepari, la sua
seriedi Fourier e unaseriedi soli cosenj chesi scrive

a s _ 2 ("
2 43, acoskx con  ak= 2|  f(x) coskxdx
seinvecee unafunzionedisparila suaseriedi Fourier € unaseriedi soli senichesi scrive

> bksenkxcon by = Z [ f(x)senkxdx

6:Serie in forma esponenziale

La sovrapposiziondi armonicheslementarconfrequenzemultiple di unafissatafrequenza
fondamentalechestabiliamougualea /2, daluogoai polinomitrigonometrici
Scrivendde armonichgondamentalin termini di frequenzae fase un polinomio
trigonometricadi gradon si puoscriverenellaforma
P(t)=a0 + ), , akser(kt+ k)

| polinomitrigonometriciposson@ancheessereancherappresentain notazionecomplessa

Ricordandde formule
eikt +e—ikt eiktfe—ikt
coske——  senktS——

si ottiene
P(t)=ao+ Y, ,(axcoskt + bisenkt) = co+ Y  (cke™ +cae™) = 37 cre

dovei numerick sonodati da ' _

Viceversaogniespressiondeltipo
n ikt
D Ck€

puoessereristacomela sovrapposiziondi vibrazioniscrittein formacomplessal risultato



di tale sovrapposizionsararealeanzichecomplesssee soloseax = ¢k + C« erealee
bk = i(ck — c_«x) €immaginariopuro.

7.Esempi
1) Siaf(x) la funzioneperiodicadi periodo2rz chenell'intervallo[-x, 7] € definitadallalegge
f(x)=0 X=-1r
X < X< T
0 X=m

La suaseriedi Fouriere di soli senicon
2 (* k2
by = £ jo xsenkxdx = —(—1)2

f(x)=2( = — X | osd 4| ) = x
My 7 F)+HIMxz () g -
> = L =0 perx=tr

< X<L<T

Si osservichel’ esempianostracomepossaesseraliscontinuda sommadi unaseriedi

funzionicontinue

2) Siaf la funzioneperiodicadi periodo2z chenell'intervallo[-z, 7] & definitada
f(x)=I]

E’ unafunzionepari e monotonaatrattiin [-7, x].
Z [ xcoskxdx = x perk=0
=0 perk=2,46,..
=21 perk=1,35,.

_nkz

in baseal teoremadi Dirichlet possiamascrivere
4 ¢ cosx + Cos3x + COosbx

Xl =% - +(5 2 o te) in-r<x<nm

3) Siaf la funzioneperiodicadi periodo2r e pari definitain [-7, 7] daF(x)=x2

2 2 27[2

a=2 jg X2 coskxdx = (-1)*-% perk>0

In baseal teoremadi Dirichlet si ha
2 _4[ colsx _ c02522x + c03523x + ]

2 _ mt
X* =3



