
1.Oscillazioni armoniche

La più semplicefunzioneperiodicaè la funzioneasen� t, o più generalmenteasen( � t � � � ,
dovea,� , � sonocostanti.

Rappresentaoscillazioni, o vibrazionisinusoidalie vienechiamataarmonica elementare. Il
periododell’oscilazioneè T � 2 � / � mentreil suoinverso� /2� è la frequenza, il numero� è detto
pulsazione o frequenza angolare. La quantitàa è l’ampiezza dell’oscilazionementre	 è la fase.

Usandole formuledi addizioneperle funzioni trigonometriche, un’armonicaelementare
asen( � t 
 	 � puòessereespressanellaforma � cos 
 t � � sen � t, con � � asen � , � � bcos� t.

Conseguenzadi questarappresentazioneè il fattochela sommadi dueo più vibrazioni
aventituttele stessafrequenzaè un’altravibrazioneconla medesimafrequenza.

In generaleun fenomenooscillatoriodàluogoa unasovrapposizionedi molteoscilazioni
sinusoidaliconfrequenzediverse.

Quandoconunviolino si suonaunanotachecorrispondeal DO centraledel pianoforte(256
Hz), accantoalla sinusoideconquestafrequenzaf si produconoaltri suoni, di frequenze
2f,3f,4f,5f,6f,...;essicorrispondonoalle noteDO”,SOL” ,DO” ’ ,MI” ’ ,SOL”” ,...Ci possiamo
renderecontodi questofattosollevandoil coperchiodel pianofortee tenendopremutoil pedale,
in modochele cordesianoliberedi vibrare.Sesi producela stessanotasudi unviolino si vede
cheentranoin vibrazionele cordeche”corrispondono” alla notaprodotta,chehanno
rispettivamentefrequenze256,512,767,1024,1290,1534 Hz, e vibranoanchele cordeSIb” ’
(1825 Hz) e del DO”” (2048 Hz). Delle variecomponentidel suono, quellaconfrequenza
minoresi dice fondamentale e le altresi chiamanoprima, seconda, terza,...armonica.

Si noti chele ampiezzedellearmonichenonuguaglianoquelladellafondamentale, ma
decresconoin successione.

Le armonichedel DO, valea dire DO,SOL,DO,MI,SOL,.., sono”consonanti” e i rapportifra
le loro frequenzemolto semplici: essiprendonoil nomedi ”accordi” .

Vi è un fenomenointeressantechevalela penadi notare: conriferimentoalla figura1, il
graficodellafunzionein (a) è datodallasommadei grafici dellequattrofunzionia lato. Un’onda
”pura” dipende, oltre chedallaampiezzae dallafrequenza, anchedallafase � : sele armoniche
vengonolievementesfasatel’ondachenerisultahaungraficocompletamentediverso, cheè
raffiguratoin (b); tuttaviail nostroorecchiononpercepiscealcunavariazione.Si puòpensareche
(a) e (b) sianoi tracciatidi unapuntinadi unmicrosolco, in assenzae in presenzadi uno
spostamentodi fasedellearmoniche, oppureil tracciatodel motodellamembranatimpanica: a
frontedi tracciatimolto diversi, macostituiti dallestessearmonicheconle stessefrequenzema
confasidifferenti, la percezioneacusticaè la stessa. Il nostroorecchio(o meglioil nostro
cervello) purnonconoscendol’analisidi Fouriereffettuaspontaneamentela scomposizionedi
unsuononellesuecomponenti.

Un altro fenomenointeressanteè quellodei battimenti: sesovrapponiamoduesuonidi
ampiezzeunitarieconfrequenze� 1 e � 2 e, percomodità, ugualifasi, la vibrazionerisultanteè



y� sen �
1t � sen �

2t � 2cos 1
2

� �
1 � � 2 � tsen 1

2 � � 1 	 � 2 � t

Questa vibrazione ha periodo 4 
�
1 � 
 2

e ampiezzavariabile2cos 1
2 � � 1 � � 2 � t, la qualeè a sua

voltaperiodicadi periodo 4�
 1 � � 2

Supponiamochele quantità� 1 e � 2 sianoabbastanzagrandisecomparatealla differenza� 1-� 2; alloral � ampiezzadellavibrazionevarialentamentee ciclicamenterispettoal periododella
vibrazione: questocambiamentoritmico di ampiezzaprendeil nomedi battimento. Si trattadi
un fenomenotipico delletrasmissioniradiocheè a tutti familiare: quandosi cercadi
sintonizzareunaradiosuunadeterminatafrequenza, sesuunafrequenzavicinaemetteun’altra
stazionesi percepisceun fastidiosoronzio;lo stessofenomenosi puòriprodurreconla
percussionesimultaneadi duetastisuccessividel pianoforte(ades. DO,DO#).

2.Serie trigonometriche

Siaf unafunzionenumericadefinitain tutto R.
Talefunzioneè dettaperiodica di periodo T seperogni valoredellax risulta
(1) f(x � T) � f(x).
La f è completamentedeterminatasututto R unavoltanoti i suoivalori in un intervallo

[a,a� T],
essendoa � R.
Sela f è periodicadi periodoT, haancheperiodokT, ovek è unnumerointero, positivoo

negativo.
Consideriamole funzioni periodiche semplici, relative al periodo T, chesonole seguenti:
1 periodica di periodo arbitrario
cos2� x

T ,sen 2� x
T periodiche di periodo T

cos4� x
T ,sen 4� x

T periodiche di periodo T/2
.

.

.

cos2n � x
T ,sen 2n � x

T periodiche di periodo T/n (n � N �

TuttequestefunzionihannoT comeperiodocomunee quindiunaloro combinazionelineare
a coefficienticostantiè ancoraunafunzioneperiodicadi periodoT.

Unatalecombinazionelineare, cheè indicatacon

a0

2 � !k� 1
n � ak cos 2k � x

T  bksen 2k � x
T ! ,



dovea0,ak,bk
� R,sononumerireali, è dettopolinomio trigonometrico di ordine n.

Chiameremoserie trigonometrica unaseriedel tipo

(2) a0

2
� !k� 1

� �
ak cos 2k� x

T � bksen2k� x
T � ,

dovea0,ak,bk � R,sononumerireali detti coefficientidellaserie.

Sela serie(2) convergein un intervallodel tipo [a,a� T], convergein ognipuntodi R e la sua
sommaè unafunzionef periodicadi periodoT.

In moltequestioniè di fondamentaleimportanzasaperesevalela proprietàinversacioè

Dataunafunzionef periodicadi periodoT, è posibilerappresentarlacomesommadi una
serie

trigonometrica?

In altreparole, datala f, è possibiledeterminarele costantia0,ak,bkin modochesi abbia

f
�
x� 	 a0

2 � !k
 1

� �
ak cos 2k� x

T � bksen2k� x
T �

Nelle ipotesicheverrannoindicate, unaqualsiasifunzioneperiodicaf si potràesprimere
comecombinazionelinearedi funzioniperiodichesemplici, in numerofinito o infinito.

Quandotaledecomposizionesaràpossibile, il primo terminedellaserie( a prescindereda
quellocosatantea0

2 � cioè
a1 cos 2� x

T � b1sen2� x
T

si chiamala primaarmonicao l’armonicafondamentaledella f; il termine
a2 cos 4� x

T � b2sen4� x
T

si chiamala secondaarmonicadella f; in generale, il termine
an cos 2n� x

T � bnsen2n� x
T

chiamasil’ennesimaarmonicadella f
Il calcolodi questitermini costituiscela cosidettaanalisi armonicadi f.

3.Continuazione

OsserviamochepossiamosempresuppporreT 	 2� . Infatti, conil cambiamentodi variabile
x 	 T

2� u, la funzionef(x) si trasformanella � �
u� 	 f

�
T
2� u� , cheè periodicadi periodo2� .

Possiamoperciòsupporrechef(x) siaperiodica di periodo2� ,quindi bastaconsiderarla
nell’ intervallo[0,2� 
 .

In tali ipotesi la serie (2) si scrive
a0

2 � !k� 1

� �
ak cos kx � bksenkx �



Teorema:Seperla funzionef, periodicadi periodo2� ,valelo sviluppo
(4) f(x) � a0

2
� !k� 1

� �
ak coskx � bksenkx �

e la serieè uniformementeconvergentein [0,2� � , allorai coefficientian e bn sono
necesssariamentedati dalleformule

an � 1� ;
0

2 	
f 
 x � cos nxdx n � 0,1,2,....

bn � 1	 ;0

2 	
f 
 x � sennxdx n � 1,2,.... (5)

Dimostrazione
Se n 
 0, risulta
;

0

2 �
cos nxdx � 0 e ;

0

2 �
sennxdx � 0 (6)

Inoltre se n,m 
 0 essendo per le formule di prostaferesi

cos(m � n)x � cos(m-n)x � 2cosmxcosnx
cos(m � n)x-cos(m-n)x � -2senmxsennx
se(m � n)x � sen(m-n)x � 2senmxcosnx

si ottiene

;
0

2 �
cos mx cos nxdx � 0 per m � n

� � per m � n

;
0

2 �
senmxsennxdx � 0 per m � n

� � per m � n

;
0

2 �
senmx cos nxdx � 0 (7)

Per determinare a0 integriamo, nell � intervallo [0,2 � ], la serie (4) termine a termine (converge
uniformemente).

Otteniamo
;

0

2 �
f � x � dx � a0

2 ;0

2 �
dx � !k� 1

�
;

0

2 � � ak cos kxdx � bksenkx � dx

Per le (6), gli integrali a secondo membro, tranne il primo, sono tutti nulli e quindi si ha
;

0

2 �
f � x � dx � a0

2 2 �
a0

� 1� ;0

2 �
f � x � dx

Per ottenere gli altri coefficienti, si moltiplicano ambo i membri della (4) per cosnx.
f(x)cosnx � a0

2 cos nx � !k� 1

� � ak cos kx cos nx � bksenkx cos nx �



Questaserieè uniformementeconvergentee quindipossiamointegrarlaterminea termine
ottenendo

;
0

2�
f

�
x � cosnxdx � a0

2 ;0

2�
cosnxdx � !k� 1

�
;

0

2� �
ak coskxcosnx � bksenkxcosnx �

Perle (6) e (7) gli integrelia secondomembrosonotutti nulli eccettuatoquellodi
coefficientean chevale � ,si ha

;
0

2�
f

�
x � cosnxdx � an �

an � 1� ;
0

2�
f

�
x � cosnxdx

Perottenerebn moltiplichiamoamboi membridella(4) persennxe poi integriamofra 0 e
2� . Tutti gli integralia secondomembrosononulli eccettuatoquellodi coefficientebn chevale

� .
Quindi

bn � 1� ;
0

2�
f

�
x � sennxdx

Le formule(5) si chiamanoformuledi Eulero-Fourier

4.Serie di Fourier

Il teoremaprecedenterichiamala nostraattenzionesuinumerian,bn e sulleserie
trigonometrichechehannotali numericomecoefficienti. I suddettinumerian,bn sono
completamentedeterminatidallafunzionef edesistonononappenala f siageneralmente
continuae integrabileassolutamentein [0,2� � .

Infatti, essendo
|cosnx| 	 1 |sennx| 	 1

risulta
|f 
 x� cosnx| 	 |f 
 x� | |f 
 x� sennx| 	 |f 
 x� |

e quindianchele funzioni f(x)cosnx, f(x)senxsonoassolutamenteintegrabili in [0,2� 
 .
Questinumerian,bn sonodetti coefficientidi Fourierdellaf, e la serietrigonometricacheli

hacomecoefficientiè dettaseriedi Fourierdellaf stessa.

Sef(x) è unafunzioneperiodicadi periodo2� , assolutamenteintegrabilein [0,2� 
 , si
chiamasuaseriedi Fourier la serietrigonometrica

a0

2 � !k� 1

� 
 ak coskx � bksenkx� (9)

ak � 1� ;
0

2�
f 
 x� coskxdx(k � 0,1,2..)

bk � 1� ;
0

2�
f 
 x� senkxdx (k � 1,2,..) (10)

f(x) � a0

2 � !k� 1

� �
ak coskx � bksenkx� (11)

Definizione Una funzionenumericaf definitanell’ intervallo [0,2� � dicesicontinuae
monotonaa tratti sesi puòdecomporrel’ intervallo [0,2� � in unnumerofinito di intervalli privi
a duea duedi punti interni comunitali chenell’ internodi ciascunodi essila f siacontinuae
monotona.



In questeipotesila f(x) ammettelimite quandox tendea zeroe a 2� e ammettecertamente
limiti sinistroe destroin ogniestremodegli intervalli.

Teorema di Dirichlet La seriedi Fourier della funzionef, continuae monotonaa tratti
nell’ intervallo [0,2� � e ivi limitata,convergeversof nei punti di continuitàper f interni
all’ intervallo [0,2� � , convergeversola mediaaritmeticadei limiti sinistroe destroin ognipunto
di discontinuitàper f internoall’ intervallo [0,2� � ; convergeverso

limx� 0 f � x � � limx � 2 � f � x	
2

in ciascunodei dueestremi0 e 2
 .
In particolaresi ha

Una funzionecontinuae monotonaa tratti in [0,2
 � e ivi limitata, è sviluppabilein seriedi
Fourier in tutti i punti interni a [0,2
 � nei quali essaè continua

Inoltrepossiamodimostrareancheil seguenteteorema

Nelleipotesidel teoremaprecedenteper la funzionef, in ogni intervallo [a,b], cheabbiagli
estremiinterni a [0,2
 � ovela f è continua, la seriedi Fourier convergeuniformementeversof.

5.Funzioni pari e dispari

Consideriamoduecasiparticolaridi seriedi Fourier.

Dimostriamoche
Sela funzionef, periodicadi periodo2
 , è pari, nella seriedi Fourier si ha

ak � 2
 ;
0



f � x� coskxdx(k� 0,1,2,...) bk � 0 (k� 1,2,..)

seinvecef è dispari si ha

bk � 2
 ;
0



f � x� coskxdx(k� 1,2,...) ak � 0 (k� 1,2,..)

Infatti sef, periodicaè pari, alloraè pari anchef(x)coskx, mentreè disparif(x)senkx.
Quindi, perla paritàdi f(x)coskx,

; � 
0
f � x� coskxdx � ;

0



f � x� coskxdx

risulta
ak � 1
 ; � 




f � x� coskxdx � 1
 ; � 
0

f � x� coskxdx � 1
 ;
0



f � x� coskxdx � 2
 ;

0



f � x� coskxdx

mentreperla disparitàdi f(x)senkx, si ha



; � �
0

f
�
x� senkxdx� � ;

0

�
f

�
x� senkxdx

e quindi
bk � 1� ; � �

�
f

�
x� senkxdx� 1� ; � �

0
f

�
x� senkxdx� 1� ;

0

�
f

�
x� senkxdx� 0

Analogamentesi ragionaquandof è dispari

Sela funzionef, periodicadi periodo2� e integrabilein [- � , � � , è unafunzionepari, la sua
seriedi Fourier è unaseriedi soli coseni, chesi scrive

a0

2 � !k	 1



ak coskx con ak � 2� ;

0

�
f

�
x� coskxdx

seinveceè unafunzionedispari la suaseriedi Fourier è unaseriedi soli senichesi scrive

!k	 1



bksenkxcon bk � 2� ;

0

�
f

�
x� senkxdx

6:Serie in forma esponenziale

La sovrapposizionedi armonicheelementariconfrequenzemultiple di unafissatafrequenza
fondamentale, chestabiliamougualea 1/2� , dàluogoai polinomi trigonometrici.

Scrivendole armonichefondamentaliin termini di frequenzae fase, unpolinomio
trigonometricodi gradon si puòscriverenellaforma

P(t) � a0 � !k	 1



aksen

�
kt � � k �

I polinomi trigonometricipossonoancheessereancherappresentatiin notazionecomplessa.
Ricordandole formule

coskt� eikt � e
 ikt

2 senkt� eikt � e 
 ikt

2

si ottiene

P(t) � a0 � !k� 1
n � ak coskt � bksenkt � � c0 � !k� 1

n � cke ikt � c � ke
� ikt � � !k� � n

n cke ikt

dovei numerick sonodati da
c0 � a0 ck � ak

� ibk

2 c � k � ak � ibk

2

Viceversa, ogniespressionedel tipo
!k� � n

n cke ikt

puòesserevistacomela sovrapposizionedi vibrazioniscrittein formacomplessa;il risultato



di talesovrapposizionesaràrealeanzichècomplessosee soloseak
� ck

� c � k è realee
bk

� i
�
ck � c � k � è immaginariopuro.

7.Esempi

1) Siaf(x) la funzioneperiodicadi periodo2� chenell’ intervallo[- � , � � è definitadallalegge
f(x) � 0 x � - �

x - � � x � 	
0 x 
 	

La suaseriedi Fourierè di soli senicon
bk 
 2� ;

0

�
xsenkxdx 
 � 
 � 1� k 2

k

f(x) 
 2( senx
1 � sen2x

2 � sen3x
3 � .... � 
 x - 	 � x � 	

lim x � � � f � x � � lim x � � f � x �
2 
 � � � �

2 
 0 perx 
 � �

Si osservichel’esempiomostracomepossaesserediscontinuala sommadi unaseriedi
funzioni continue.

2) Siaf la funzioneperiodicadi periodo2� chenell’ intervallo[- � , � � è definitada
f(x) � |x|

E’ unafunzionepari e monotonaa tratti in [- � , � � .
2� ;

0

�
xcoskxdx � � perk � 0

� 0 perk � 2,4,6,..
� - 4� 1

k2 perk � 1,3,5,...
in baseal teoremadi Dirichlet possiamoscrivere

|x| � �
2 � 4� � cosx

12 � cos3x
32 � cos5x

52 � ... � in - �  x  �

3) Siaf la funzioneperiodicadi periodo2� e pari definitain [- � , � � daF(x) � x2

Si ha
a0 � 2� ;

0

�
x2dx � 2� 2

3

ak � 2� ;
0

�
x2 coskxdx � � � 1� k 4

k2 perk ! 0

In baseal teoremadi Dirichlet si ha
x2 � � 2

3 � 4 " cosx
1 # cos2x

22 $ cos3x
32 $ .... %


